
1.3  미분
(1) 변화율과 도함수
함수    에 대한 평균 변화율은 의 변화량에 대한 의 변화량의 비율로 정의된다.
즉, 가 에서 까지 변화하면
   평균 변화율 = 의 변화량에 대한 의 변화량의 비율

                        

  
  

  (   )

                  = 
  

   (    )

이때 평균 변화율의 기하학적인 의미는    의 좌표가 인 점과 인 점을 맺는 직선
의 기울기를 나타낸다.

예제 1

함수    에서 가 에서 까지 변화할 때    의 평균 변화율을 
구하여라.

 풀이
구간 [1, 3]에서의 의 평균 변화율은 


 
 

  .
이 평균 변화율 값 4는 두 점 A(1,1), B(3,9)를 지나는 직선의 기울기와 같다.
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함수   에서 구간 [ ]에서의 평균변화율의 →일 때의 극한값
lim
→



 lim
→



 ′

이 존재하면, 이 극한값을 함수 의  에서의 (순간)변화율 또는 미분계수
(differential coefficient)라 하고 ′로 나타낸다.

한편 라 하면 변화율은
 ′  lim

→




와 같이 정의할 수도 있다.

예제 2

함수    에서   에서의 변화율(미분계수)을 구하여라.

 풀이
 ′   lim

→




 lim
→


⋅ ⋅

 lim
→


⋅

 lim
→




 lim
→
  
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앞에서 함수 의  에서의 미분계수 ′를 정의하였는데,  대신에 임의의 값으

로 바꾼 ′를 의 도함수라고 한다.
즉, 함수   에서

lim
→



 lim
→



 ′

이 존재하면, 이 극한값을 함수 의 도함수(derivative)라 하고 ′로 나타낸다.
함수 의 도함수  ′를 구하는 것을 미분한다(differentiate)고 한다.
함수   의 도함수는,

′  ′ 

 


 


 

등의 기호를 써서 나타낸다.

예제 3

함수    의 도함수를 도함수의 정의에 의하여 구하여라.

 풀이
 ′   lim

→




 lim
→


⋅ ⋅

 lim
→


⋅ 

 lim
→




 lim
→
  
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(2) 미분의 기본공식
(정리) 함수 ,  가 미분 가능하고 가 상수이면

(1)   이면 ′  
(2)    이면 ′   ′
(3)      ±   이면  ′   ′  ±  ′  (복호동순)
(4)   (은 실수)이면 ′   
(5)       이면  ′   ′       ′ 
(6)   

  이면  ′ 
 ′       ′ 이다.

(증명)

(1) ′  lim
→


    

 lim
→

 

 

(2) ′  lim
→


  

 lim
→


   

  lim
→


  

  ′
(3) ′  lim∆→ 

  ±    ± 

 lim
→


  

±
  

 lim
→


  
± lim
→

 

  ′ ± ′
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(4)  ′  lim

→ 


  

 lim
→ 


       

 lim
→  

    
    

⋯   

 lim
→ 

 
   

⋯ 

 lim
→

  
  

⋯  
  

(주) 이항정리
(a + b)n = nC0a

n + nC1a
n-1b + nC2a

n-2b2 + + nCra
n-rbr + + nCnb

n (n : 양의 정수)

(주) 이항정리

     위 예제 풀이는 이 양의 정수일 때 증명했지만 미분 관계식은 임의의 실수에 대하여도 성립한다.

(5)  ′  lim∆→ 

     

 lim
→
 

  


   
 lim
→

 
  

  ⋅

   
 lim
→

  lim
→


  


    lim
→

  lim
→


  

   ′   ′

(6)   ′  lim
→



 


 

 lim
→ 


   
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 lim
→ ⋅⋅

   

 lim
→ 



  
  

 


 ′  ′

예제 4

다음 함수의 도함수를 구하여라.
(1)      (2)   


 (3)  





 풀이
(1) ′  ′   ′

  

     

   

(2) ′ 
 ′ ′  



(3) ′
 

′  ′


 


 
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(3) 합성함수의 미분법
합성함수란 예를 들어   과 같은 함수로  로 놓으면  이 된다.

(정리) 일반적으로 합성함수는   ,  일때   로 표현되고
′





⋅


 ′⋅′

이다.

(증명)
의 증분 에 대한   와    의 증분을 각각  라 하면 

    또는    
           

이다. 따라서
   

 lim
→


    

 lim
→


    

 lim
→


  

⋅
  

 lim
→


  
⋅ lim
→


    
여기에서  → 일 때  → 이므로 
     


⋅


  ′′

가 성립한다.



8

공업수학 참고자료

예제 5

다음 합성함수의 도함수를 구하여라.

(1)         (2)   
 



     (3)  

 풀이
(1)    이라 하면




 





 ⋅′
 ⋅

 

(2)   
 라 하면




 





 

 


⋅
 

′

 
 



⋅
′′

 
 



⋅


 


(3)  


  이라 하면




 





 







 

⋅′

 




 



 





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(4) 음함수의 미분법
음함수란 의 함수 가     의 형태로 표현된 함수이고, 양함수란    의 형태

로 표현된 함수이다.
음함수의 미분은 주어진 함수를 양함수로 변형하여 미분하거나, 그렇지 않으면 주어진 음함

수    의 양변을 직접 에 관하여 미분하여 
 를 구하거나 또는 에 관하여 미분하

여 
 를 구한다.

예제 6

   에서 
 를 구하여라.

 풀이
는 에 관한 함수로 보고 양변을 에 관하여 미분하면










 

 





 

따라서






 

 ≠
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(5) 역함수의 미분법
(정리)
함수   가 미분 가능하고 역함수를 가질 때 


≠이면 역함수    는 미분 

가능하고



 





  이다.

(증명)




 lim
→



 lim
→








    lim
→





 







예제 7

  에 대하여 
 를 구하여라.

 풀이



 이므로











 


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(6) 삼각함수의 미분법
(정리) 삼각함수의 미분공식

(1)     일 때 ′   
(2)    일 때 ′    
(3)    일 때 ′  
(4)    일 때 ′  
(5)   일 때 ′    
(6)   일 때 ′   

(증명)

(1)   ′  lim
→


     

(         


 
   이므로)

 lim
→





 


 lim
→




 
  



 

 lim
→

 
  ⋅ lim

→




 


 lim
→


 
 lim
→
′
  ′

  

= 

(2)  ′  lim
→


   

(        


 
   이므로)
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        lim
→





 


  lim
→




 
 ⋅ 



        lim
→

 
 ⋅ lim

→







       =    

(3)  ′   
   ′ 

   




 

(4) ′  
  ′ 

     





 

(5)  ′   
 ′ 

 ⋅   

 

  
   

(6)  ′  
 ′ 

 ⋅ 



  
  

예제 8

다음 함수들을 미분하여라.
(1)       (2)   
 풀이
(1)   라 두면    

′ 

⋅


 ⋅      

(2) ′ ′
 ⋅
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(7) 지수함수와 로그함수의 미분법
(정리) 지수함수와 로그함수의 미분
(1)   이면 ′

(2)   이면 ′  
(3)   이면 ′ 



(4)    이면 ′ 

 



(증명)
(1)   에서 

′  lim
→


 
 lim
→


 

  lim
→


 
 ⋅  

(2)   의 양변에 자연로그를 취하면
  

로 양변을 미분하면



′  

∴ ′      
(3)   에서

′  lim
→



 lim
→






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 

 lim
→











 

 lim
→









 


  



(4)    에서
  



양변을 로 미분하면
′  






예제 9

다음 함수의 도함수를 구하여라.
(1)   ⋅ (2)   ⋅
(3)     (4)    

 풀이
(1) ′ ′ ⋅   ⋅
(2) ′   ′⋅′   


  




(3) ′   ′   ′




′ 
 



 

(4) ′ 

′ 


 









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1.4  적분

(1) 부정적분
함수  가 주어졌을 때  ′  가 되는 함수 를  의 부정적분(indefinite 

integral) 또는 원시함수라 한다.
함수 의 부정적분은 무수히 많으며, 그 중에서 한 개의 부정적분을 알면 다른 것은 

어떤 상수를 더하여 얻어진다. 함수  의 부정적분은 라는 기호로 나타낸다. 
즉,

 ′   일 때,
  

이며 를 적분상수, 는 적분변수,  는 피적분함수라고 한다.
함수  가 주어졌을 때, 그것의 부정적분을 구하는 것을  를 적분한다고 하고 그 

계산법을 적분법이라 한다.

적분은 미분의 역과정이므로 기존의 미분공식으로부터 다음 적분의 기본 공식을 얻는다.
  (는 상수)



   (≠일 때)

   

         (일 때)

   (는 상수)

±±  (복호동순)
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예제 1

다음 부정적분을 구하여라.
(1)  (2) 

(3)   (4) 



 풀이
(1)  

(2)  

   


 

(3)    
  

(4) 

   







  



 


 


 




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(2) 삼각함수의 적분
삼각함수 미분법의 역연산을 생각하면 다음과 같은 삼각함수의 부정적분법이 성립한다.

    

    

      

     

      

     

예제 2

다음 부정적분을 구하여라.

(1) 


 (2) 





 풀이
(1)    이므로, 이를 주어진 식에 대입하면

   

                           

(2) 



  







    
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(3) 지수함수의 적분
지수함수 미분법의 역연산을 생각하면 다음과 같은 지수함수의 부정적분법이 성립한다.
  



  (단, , ≠)

예제 3

다음 부정적분을 구하여라.
(1)     (2)    

 풀이

(1)   

  (2)  




(4) 치환적분
(정리)

   이면

  

 ≠이다.

(증명)
 로 치환하고 양변을 로 미분하면




 이므로  


.
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3
따라서   


  


 


.

예제 4

다음 함수의 부정적분을 구하여라.

(1)  (≠) (2) 



(3)  (4) 
(5) 

 풀이
(1) 


 

(2) 

 


∣∣

(3)  

 

(4)  

 

(5) 

 
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예제 5

다음 함수의 부정적분을 구하여라.

(1)   (2) 





 풀이
(1)   로 치환하고 양변을 에 관하여 미분하면




 이므로  가 된다. 따라서

     

 

 


  

(2)   로 치환하고 양변을 에 관하여 미분하면



 이므로  가 된다. 따라서





  


   

   

위의 예제를 일반화시키면 다음과 같은 치환적분식이 성립한다.
′    ( 로 치환)

 
′

        ( 로 치환)
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(5) 분수함수의 적분
지금까지 소개한 적분법 중에서 분수함수 형태의 적분법을 정리하면 아래와 같다.


 ∣∣



 


∣∣ ( )


′

   

분수함수이면서 위의 경우에 해당하지 않는 경우에는 대부분 분수식을 부분분수로 변형
하여 적분하면 된다.





 

      
  

예제 6

함수 



의 부정적분을 구하여라.

 풀이
분모를 인수분해하면







  






분자를 비교하면     에서  을 얻는다.
∴









 
   

 
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(6) 부분적분법
부분적분법은 두 함수의 곱의 형태를 적분할 때 유용하게 사용된다.
함수    가 미분 가능일 때




  ′ ′ 

이므로

 ′

 ′

이다. 양변을 에 관해서 적분하면

   ′ 

    ′ 

∴′      ′  

예제 7

다음 부정적분을 구하여라.
(1)         (2)         

 풀이
(1) ⋅


⋅


   


  


 

(2) ⋅⋅


